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Modellierung der turbulenten Schubspannung
in Grenzschichten
W. Szablewski
Die derzeit noch ungelöste Problematik — ein zentrales Problem der Turbulenzforschung — liegt in der definiten mathematischen turbulenten
Schubspannung, die diese in Relation zu den Mittelwerten des Geschwindigkeitsfeldes setzt.
In der vorliegenden Mitteilung erhalten wir, ausgehend von der in der Trägheitsunterschicht geltenden bekannten Pruntltlschen Formulierung,
eine Formelfür die turbulente Schubspannung im Trägheitsbereich der Grenzschicht, die mit Messungen in inkompressiblen Grenzschichten in
Übereinstimmung steht.
Modeling ofthe turbulent shear stress in boundary layers
Modelling ofthe turbulent shear stress in turbulent boundary layers. We derive aformula for the turbulent shear stress in the inerlinl layer oflhe
boundary layers. Agreement with measurements in incompressible and compressible adiabatic boundary layers.
1 .Trägheitsschicht
Es bezeichne x die vom Staupunkt der Strömung gemes-
sene Bogenlänge der als glatt angenommenen Kontur des
Körpers, y den senkrechten Abstand von der Wand; u, v
die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten des
Geschwindigkeitsfeldes‚g die Dichte.
Die Symbole bezeichnen Mittelwerte der turbulenten Strö-
mung.
Das dynamische Verhalten der Grenzschichtströmung in
einer jeweiligen Schicht ist durch deren Reynoldssche
Zahl i=iey=“—vy (v = in, kinematische Zähigkeit) be-
stimmt anzusehen. Bei großem Fiey werden die Trägheits-
kräfte maßgebend sein, bei kleinem Rey die Reibungs-
kräfte.
Wir können demnach in der Grenzschicht eine Trägheits-
schicht abgrenzen gegen eine Zähigkeitsschicht, in wel-
cher der Einfluß der Zähigkeit nicht mehr vernachlässigbar
ist. ö
Für eine große Reynoldssche Zahl ReÖ z U7 (U kon-
stante Anströmgeschwindigkeit, ö Grenzschichtdicke)
wird dabei die der Wand anliegende Zähigkeitsschicht,
auch Unterschicht (sublayer) genannt, eine relativ dünne
Schicht sein.
Innerhalb der Trägheitsschicht können wir weiter, wie die
Forschung ergeben hat, eine innere Schicht, die dem Ein-
fluß derWand unterliegt, unterscheiden von einer äußeren
Schicht, die keinen Einfluß der Wand mehr aufweist und
den Charakter freier Turbulenz hat.
a) Trägheitsunterschicht
Bei hinreichend großem Reö wird es nach den obigen Aus-
führungen in der Trägheitsschicht eine an die Zähigkeits—
schicht grenzende Trägheitsunterschicht geben, für die
y<<ö. (1)
Dimensionsanalytisch [1] ergibt sich in der Trägheitsunter-
schicht für den Geschwindigkeitsanstieg
91 = ” I“ (2)
8y I
 
T turbulente Schubspannung,
I mittlere Länge.
Als determinierende Länge l steht in der Trägheitsunter-
schicht nur der Wandabstand y bzw. die Länge I = xy zur
Verfügung (3)
(x empirischer Koeffizient, nach Messungen x = 0,41
(Vgl. 2, (3))- (4)
Damit hier r/Q = x2y2 | 3i l a_“_ (5)
8v 3y
b) Innere und äußere Trägheitsschicht
1. Theorie
Gehen wir nun von der Trägheitsunterschicht weiter in die
Trägheitsschicht hinein, so tritt als weitere determinie-u
rende Länge die Grenzschichtdicke ö auf. (Unter der Vor-
aussetzung relativ geringer Krümmung der Kontur können
wir von einer Abhängigkeit der mittleren Länge I vom Krüm-
mungsradius absehen).
Dimensionsanalytisch werden wir damit auf
I = xyf(y/6) ' (6)
bzw. Va = xnfm). n = Y/a
mit der bei der Dimensionsanalysis unbestimmt bleiben-
den Funktion f(n) geführt.
Messungen hinsichtlich des Verlaufs von I in Grenzschich-
ten haben angezeigt:
In der inneren Schicht, die dem Einfluß der Wand unter-
liegt, wächst die mittlere Länge I des turbulenten Aus-
tauschs monoton mit dem Abstand y von der Wand. An
diese innere Schicht von der Breite mö mit m < 1 (m rela-
17
tive Breite der inneren Schicht) schließt sich die äußere
Schicht vorn Charakter freier Turbulenz mit konstanter
mittlerer Lange I an.
Damit stellen sich hinsichtlich des Verlaufs von f(r|) die
Forderungen
 
1) f(n)—->1 für r|—>0‚
d(|/ö)
2) = u =an O fur n m. (7)
Wesentlich ist die Feststellung, daß die relative Breite m
der inneren Trägheitsschicht je nach der Konfiguration
(Strömungen in Leitungen; kompressible Grenzschichten
für verschiedene Machzahlen M) andere Werte besitzt
(vgl. Bild 2).
in der Trägheitsunterschicht haben wir (3)
.=.y bzw. 2' = <1v.
I y
Ansatz (6) fürdie innere Schicht 0 < n s m führt auf
d-l dfwd" ) E g! (pm)- (8)
I f(7|) Y
Erfüllung der Forderung 2) erfordert
 
=d—y(1+'q
Y
qJ(1];m)=0 für n=m (O<m<1).
Entwickeln wir in eine Taylorreihe
q>(r|;m) = 1+ar|+b1|2+ ,
so ergibt die Forderung 2) bei Beschränkung auf das Ii-
neare Glied eindeutig
n df(1|;m)/dr| 1
mmm)=1—— um ———7——I =——-(%
m pm) n-m m
Eingedenk der Forderung 1) erhalten wir dann
  
-/
xne "m für O<nsm
Ila= { (10)
xme“ für m s n = 1.
Die für die innere Trägheitsschicht (0 < n s m) erhal-
tene Formel stellt das Analogon zu der von van Driest [2]
angegebenen Formel
vy1 ‚_—
|=Xy (1—6 —a), V"= 130/9
für die Zähigkeitsschicht dar (vgl. (14). (16)).
(Formel (10) wurde vom Verf. bereits in [3] erhalten.)
Das Maximum des relativen Längenmaßes Ila des turbu-
lenten Austausches und die relative Breite m der inneren
Schicht sind demnach durch die Relation
umm=§m an
verbunden.
Die hergeleitete Relation (11) steht in Übereinstimmung
mit Messungen adiabatischer kompressibler Grenz-
schichten (vgl. 2. ß).
Die auf Formel (10) beruhende weitere Darstellung wird
befriedigende Übereinstimmung mit Messungen zeigen.
2. Vergleich mit dem Experiment
a) Inkompressible Grenzschichten
Bild 1 enthält aus Messungen gewonnene Verteilungen
von I/ö für die Grenzschicht an der ebenen Platte
(Kiebanoff [4]) und für sog. Equilibrium-Grenzschichten
mit Druckanstieg (Bradshaw [5]). (Equilibrium-Grenz—
schichten verhalten sich nahezu ähnlich und sind dadurch
charakterisiert, daß die Potentialströmung nach einem Po-
tenzgesetz U(x) ~ x‘ verläuft). Gemessen wurde die tur-_n/m
f(n:m) = 3 bulente Schubspannung 1: und die Geschwindigkeitsver-
und die FormsI tellung u(y). die es dann noch zu differenZIeren galt
i/‚g (i Bild1
99 Verteilung des relativen Längenma—
ßes Ila des turbulenten Impulsaus- ,
tausches in inkompressiblen Grenz-
Q'4‘ schichten.
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Verteilung des relativen Längenmaßes Ila des turbulenten impuls-
austausches in kompressiblenGrenzschichten bei verschiedenen
 
Machzahlen M.
(I = V—T / fl
9 a y
Eingetragen haben wir dazu die sich nach (10) für
m = 9.9 (12)
ergebende theoretische Verteilung von Ila.
b) Kompressible Grenzschichten
Neuere Untersuchungen von kompressiblen turbulenten
Grenzschichten zeigen offensichtlich eine Abhängigkeit
(I/(,)„um der inneren Trägheitsschicht von der Machzahl M
der Anströmung. Bei diesen Untersuchungen wurde die
Schubspannung
t = 9(- u'V') (13)
nicht gemessen, sondem aus den Bewegungsgleichun-
gen mit Hilfe gemessener Geschwindigkeitsverteilungen
(1/6)
max
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Bild 3
Abhängigkeit des relativen Längenmaßes (l/„)„‚.‚L von der relati-
ven Breite m der inneren Schicht
ermittelt, wobei Differentiationen nach x (Längskoordinate)
und y durchzuführen waren. In [6] wurde zusätzlich der
Term — u’v' auch direkt mittels Lasertechnik bestimmt.
Bild 2 enthält für adiabatische Strömung und dp/dx = 0
bei M = gg die von Yanta, Lee [6] durch Anwendung von
Lasertechnik ermittelte Verteilung von l/o mit (im),m
z 0,07, was nachder Relation (1 1 ) für die relative Breitem
der inneren Schicht rn z 0,46 und damit nach (10)
1/,s 2: 0,41 1] exp (—n/0,46) in Übereinstimmung mit der
Messung für 0 < n s m ergibt. Eingetragen ist weiter
für adiabatische Strömung und dp/dx = 0 bei M : 15
die von Backx, Richards [7] mittels der Bewegungsglei-
chungen erhaltene Verteilung von l/Ö. Das ergibt hier mit
0/6)"lint z 0,04 nach (11) m z 0,265 und damit
l/b z 0,41 nexp(—n/0,265)für0 < n s m.
Was die äußere Trägheitsschicht betrifft, so ist Ila =
aus den Messungen ablesbar.
const
In allen Fällen ergab sich
x = 0,41.
In Bild 3 haben wir das sich nach der Relation (11) ergeÄ
bende 0/4,)",am in Abhängigkeit von m (der relativen Breite
der inneren, dem Einfluß der Wand unterliegenden
Schicht) mit den Messungen verglichen.
Es verbleibt hier jedoch theoretisch das Problem der Ab-
hängigkeit von (I/Ö)max bzw. rn von der Machzahl M; vgl.
Bild 4.
Tabelle1
M = 0 (Hum.m z 0,09 m == 0,6
2,9 == 0,07 == 0,46
15 z 0,04 == 0,265
l9
“/6)rnax
' MOpe— o essung
0,061
0,04-
rn
0,02—
' ' ' ‘ ' 1' 1'42 4 s a 10 2 M
2. Zähigkeitsschicht
a)
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In dieser Schicht tritt neben y als weitere determinie-
rende Länge
v/v_ (v, = V 10,9 ) auf.
Damit stellt sich für diese Schicht das Problem
  
Vny
| = “YWJ ) (14)
'V
bzw.
‚I V—Y
_ = thth (Y: = )
IV V
mit der Forderung
op.(Y.)->1 für y.->°°-
Wir bemerken zunächst, daß1:‚„„‚„Q = — u’v' an der
Wand zumindest mit der dritten Potenz des Abstandes
y von der Wand verschwindet, wie Reihenentwicklung
unter Beachtung der Kontinuität ergibt:
u' ~ y, v’ ~ y"’.
Mit
au a_u_ L"?!
8y By 8y 6y
(15$
(t/p)m. — = xzychgw-i
ist demnach y. > y, q). (y‚) in Wandnähe y, 4: 0.
Startend mit Null bei y, = 0 verläuft also y, q), (y‚) un-
terhalb von y„ um dann derobigen Forderung entspre-
chend in y, zu münden ((p_ —> 1 für y, —~> co).
Dem entspricht die von van Driest [2] auf heuristischem
Wege gefundene Formulierung
— ./
q), = 1 — e y a (a > 0 Parameter) (16)
in der Zähigkeitsschicht.
Der Parameter a ist dabei dadurch charakterisiert, daß
 
(Y. _ y! (pt (y: = o
dY.
oder—mit w. = 1—q>‚—
Bild 4
Abhängigkeitvon ("am und m von der Machzahl M
d ..
—- y‚1p‚ = O fury, : a;
W.
nach (16):
dw.(y.: a)/dy. 1
—— =—— . (17)
1lJ.(y„;a) a
Die Funktion w. (y. ) in der Zähigkeitsschicht erscheint
so — vgl. Gleichung (9) —— als Analogon zurFunktion f(r|)
in der inneren Trägheitsschicht.
   
Geschwindigkeitsverteilung im Zähigkeits- und Trägheitsunterbe-
reich inkompressibier turbulenter Grenzschichten
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. . . . . gen gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen zeigt
b) D'e Gle'cmng der Zäh'gre'tsscmcm lamet Übereinstimmung in der Zähigkeitsschicht.
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E = - (mm. + 17m.) °° —Q (18) c) Die Messungen von Laufer ermöglichen eine weitere
Bestätigung des Ansatzes von van Driest.
mit
a Für die aufdie Masseneinheit bezogene Produktion der
u — .
We)“. ___ v _ ‚(t/QMM. = _ „1V, = TurbulenzenergleH bzw.
3V
17 au
II v t rb. “
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3y Va. Qva aY.
Setzen wir hier I = “y q). w.) mit my. nach (16), so erhält man mit der Bewegungsgleichung (19)
erhalten wir die Gleichung au‘ „um
= +au. 2 2 2 (am) 2 1 ay v2
1 = + x y.[1 -exp(-Y./a)i (19) ' ‘
8y. a .
au, au,
(u, = my). n. = (1 — ay ) ay . (23)
Quadratur ergibt dann die Geschwrndrgkertsverteilung Daraus folgt exakt, daß um“=% bei elk/8y. ___ 1/2.
V' 2 Einsetzen von (20) ergibt die in Bild 6 aufgetragene
u* = f dyN (20) Verteilung IL über y, im Vergleich mit den Messungen
o 1 + V 1 + 4“: ye (pi von Laufer.
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Bild 6
Produktion der Turbulenzenergie im
. . . . . — Zähigkeitsbereich inkompressibler
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Wir merken hierzu noch an: Für relativ große Reynolds-
sche Zahlen Reö bzw. relativ dünne Zähigkeitsschlcht
ist der Parameter a als Konstante anzusehen. Im an-
fänglichen Verlauf einer turbulenten Grenzschicht bei
relativ kleiner Reynoldsscher Zahl R95 bzw. relativ dik-
ker Zähigkeitsschicht ergibt sich jedoch nach den Mes-
sungen von Bradshaw, Huffman [8] eine Variation des
Parameters a mit Rea.
  
   
 
die für y, —> 0° in ein logarithmisches Wandgesetz
übergeht. Der Parameter a ist hier für inkompressible
Grenzschichten so zu wählen, daß sich die Integra-
tionskonstante C z 5,10 ergibt
a z 25. (21)
Der in Bild 5 enthaltene Vergleich der Theorie mit von
Lauter [9] in ausgebildeten turbulenten Rohrströmun-
     
turbulenter Grenzschichten
21
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